Chapitre 9 : Dérivation globale

|. Dérivées des fonctions usuelles

Définitions : Soit f une fonction définie sur un intervalle 1.
On dit que f est dérivable sur | si elle est dérivable en tout réel x de |I.

Dans ce cas, la fonction qui a tout réel x de | associe le nombre dérivé de f en x est appelée
fonction dérivée de f et se note f .

Formules de dérivation des fonctions usuelles :

Fonction f Ensemble de Dérivée f' Ensemble de
définition de f définition de f'
f(x)=a,a€R R fix)=0 R
f(x) =ax,a €R R i) =u R
fix)=x R filxn)=2x R

fG) =2 R\(0) Fl) = -2 R\(0}
f(x) = Vx [0; +oo] fe =552 10; +oof
Exemples :

1) Soit la fori@iiqnfg)éfini_e,_sur R par f(x) = xA ,al'orys,,f,g,s,t'dérivaple sur R%t_,von'?,a pour tqut
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a) Soit la fonction f définie sur R par f(x) = x?, alors f est dérivable sur R et pour tout
xER, f'(x) = 2x.
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b) Soit la fonction f définie sur R\{0} par f(x) = % Démontrons que pour tout x de
1
R\{0},ona: f'(x) = -
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Il. Opérations sur les fonctions dérivées g R ,(
wj= -2
e
1) Somme, produit, inverse, quotient de dérivées
.A ik 3 gf
i?i?"i?rcwmules’d'oD'érati@r.u-,:»stvl,mles fonctions dérivées: # o R Db e

u et v sont deux fonctions dérivables sur un intervalle I.

U + v est dérivable sur | (u+v) =u+v

ku est dérivable sur |, ou k est une constante (lear) = ku’
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= est dérivable sur I, ol u ne s'annule pas sur | (1) e
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Démonstration au programme pour le produit uv:
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Exemples :

Calculer les fonctions dérivées des fonctions suivantes :

1) f(x) = (2x®> +5x)(3x - 1)
= YA (xyg
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2) Composée de dérivées

2) g(x) =
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Fonction

Ensemble de e
Dérivée

définition

Exemple : 9(x) = V4x — 2, 2¢ ¥ :-l[
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I1l. Cas de la fonction valeur absolue

1) Valeur absolue d’'un nombre (rappels)

Définition : La valeur absolue d'un nombre a est égal au nombre a si a est positif, et au

nombre —a si a est négatif.
La valeur absolue de a se note |a].



Exemple :
21 =~
|-8|= 3

2) Fonction valeur absolue

Définition : La fonction valeur absolue est la fonction f définie sur R par f(x) = |x|.

Propriété : La fonction valeur absolue est strictement décroissante sur l'intervalle |—oo ; 0]
et strictement croissante sur l'intervalle [0 ; +oo].

Eléments de démonstration :

i) = {—x sur |—oo ;0]

xsur[0; 4+oof

Sur chacun des intervalles | —o0 ; 0] et [0 ; 4+, la fonction f est une fonction affine.

Représentation graphique :
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fonction valeur absolue est symétrique par Sl 2 B
rapport a I'axe des ordonnées. Ny ra
: iy N 1 rd
‘D > (2l &b clomve . 3 ;
L J)cm#uv 9€ 53 dhasie pohs o, B
: : o e 3

3) Etude de la dérivabilité en 0 :

Soit la fonction f définie sur [0 ; +oo[ par f(x) = |x|.
On calcule le taux de variation de fen 0 :
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IV.Etude des variations d'une fonction

Théoreme : Soit une fonction f définie et dérivable sur un intervalle | de R.

e f estcroissante sur [ si et seulement si, pour toutx € I, f'(x) = 0.

e f est décroissante sur [ si et seulement si, pour tout x € I, f'(x) < 0.

e f est constante sur [ si et seulement si, pour tout x € I, f'(x) = 0.

Exemple :
Soit la fonction f définie sur R par f(x) = x3 + gxz —12x + 5.
1) Etudier les variations de f et dresser son tableau de variations.
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V. Extremum d’une fonction

Définition :

Soit une fonction f définie sur un intervalle Ide Reta € I.

e f admet un maximum en a sur I lorsque, pour tout x € [, f(x) < f(a)._Le maximum

vaut f(a) et est atteint en a.

e f admet un minimum en a sur [ lorsque, pour tout x € I, f(x) = f(a)..Le minimum

vaut f(a) et est atteint en a.

Théoreme : Soit une fonction f définie et dérivable sur un intervalle ouvert I de R.
Soita € I et qui n’est pas une borne de I.

Si f admet un extremum en a alors f'(a) = 0.



Démonstration :

Sot K now nell, K0

3(:}* M-3(s)

. SO ca Pl SIS T@REN
S”‘((DIOQC«»H)*OL(“) S O 3
: — / (@)
~ 4

o

J/e‘(' li(l«\rfvo%. e GLJ. ?O«A (>CMW‘7‘9" & ()"\ Q§1M4“t/_§ \C‘\J SO ej’y /Cc._) >/O

o G*\fé*)\
0]

Remarque : La réciproque est fausse.

Contre-exemple :

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = x3
f'(x) = 32
OQ(;X)‘; OpEn =
@\ ? > .-;‘M.\'» ‘-R.,' ?a/\ (‘A ,Q:\(j'/. - @

Exemple :
La fonction f définie sur R par f(x) = 5x? — 3x + 4 admet-elle un extremum sur R ?
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